Sainte-Marie Grand Lebrun Matheématiques — Sciences physiques
MPSI Methodologie

Consells pour la rentrée

Bonjour a tous,
Tout d’abord, felicitations pour votre admission en classe de MPSI au lycee Sainte Marie Grand Lebrun !

Pour bien demarrer 1'annee, vous devrez arriver repose et en forme a la rentrée, mais un peu de travail s'impose
durant les vacances s1 vous ne voulez pas €tre deborde par le rythme. Vous n’avez pas de travail intensif a fournir
pendant les vacances d’ete, voict quelques consells pour vous remettre dans le rythme a ’approche de votre
rentree en MPSI :
— Mathématiques : révisez et faites quelques exercices sur les chapitres suivants : suites, limites de
fonctions, derivation, continuite, fonctions logarithme et exponentielle, fonctions sinus et cosinus,
primitives et integrales. On reprendra ces chapitres au premier semestre, mais €tre deja a l'aise avec ces
notions sera un avantage indeniable.
— Sciences physiques : révisez vos cours et refaites quelques exercices portant sur les thémes suivants en
physique : « Ondes et Signaux », « Mouvement et Interactions », « Energies : Conversions et Transferts ».
En chimie, concentrez-vous sur le chapitre : « Evolution spontanee d'un systeme chimique, stoechiometrie,
avancement ». En MPSI, 1l n’y a pas de chimie organique : i1l est donc 1nutile de se mettre a niveau sur cette
partie.
— Le physicien s’appuie sur les mathématiques. N’hésitez pas a retravailler les concepts mathématiques
utilisés en Physique en 1°* et/ou Terminale. Il est indispensable de maitriser les outils mathématiques
suivants : les formules de trigonometrie, les vecteurs, les fonctions usuelles, les derivations et integrations.

Nous vous proposons ci-apres un document de travail qui vous permettra de vous entrainer sur quelques notions
de base en physique et chimie vues au lycee ainsi que sur les aspects calculatoires en physique et mathematiques.
Neanmoins, 1l est totalement inutile, voire contre-productif, de vouloir « prendre de 1’avance » dans le
programme de MPSI : mieux vaut maitriser sur le bout des doigts le programme du secondaire plutot que de
tenter de comprendre des notions nouvelles, s’appuyant pour la plupart sur des outils mathematiques qui vous
ne connaissez pas encore, ce serait du temps perdu !

Indéependamment, notez que la lecture des ceuvres de francais-philosophie est indispensable et doit étre faite
avant la rentree...

Ce dont vous aurez besoin en mathematiques et physique en MPSI :
— Une calculatrice scientifique est indispensable en sciences physiques : le physicien effectue de
nombreuses applications numeriques afin de comparer des valeurs theoriques et experimentales (suivies de
leur unite). La calculatrice de Terminale sera suffisante.
— Inutile d’acheter un livre de physique ou de mathématiques de prépa : le cours de mathématiques et les
exercices de mathematiques et physique-chimie seront donnes sous forme de photocopies. Si le besoin s’en
fait sentir, nous vous conseillerons en cours d’ann¢e sur le choix d’un ouvrage adapte a votre situation.
— Privilégier un classeur ou porte-document a un cahier. De nombreux documents (cours, livrets
d’exercices, enonces de TD) seront distribues rendant difficile la gestion d’un cahier.

Nous vous souhaitons de bonnes vacances. Reposez-vous bien !

A. Morra (mathematiques)
JC Leard (physique-chimie)
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Document de travail

Ce document de travail s’articule sur trois axes :
— travail conseillé en mathématiques
— reprise de notions de base vues au lycee en physique et en chimie,
— reprise d’un certain nombre d’outils mathématiques vus au lycée, qui vous seront utiles en physique-

chimie (et en mathematiques).

@ Travail conseillé en mathématiques

Le « cahier de calcul » est un outil tres interessant pour reviser les methodes de calcul vues au lycee. 11 se
decline en plusieurs niveaux et 1l est disponible gratuitement en ligne (énonces, indications et corriges) :
— cahier de calcul de premiere : https://colasbd.github.10/cdc-lycee-premiere/
— cahier de calcul de terminale : https://colasbd.github.10/cdc-lycee-terminale/
— cahier de calcul de maths expertes : https://colasbd.github.10/cdc-lycee-maths-expertes/
— cahier de calcul de prepa : https://colasbd.github.io/cdc/

Cela peut etre utile de s'entrainer sur le cahier de calcul de premiere ou terminale pour étre bien a l'aise a la
rentree (sachant qu'en devoir et/ ou kholle de mathématiques la calculatrice sera interdite).

En particulier, je vous conseille de reviser les derivees de fonctions composees et les primitives.

Pour les eleves qui n'ont pas suivi I'enseignement de maths expertes, vous n'étes pas obliges de travailler cela
pendant les vacances. Les chapitres concernes seront repris I'annee prochaine (a une vitesse plus soutenue
que celle du lycee, bien sur) et des exercices d'entrainement seront donnes a ce moment. Pour ceux ayant de¢ja
vu les notions au lycee 1l est toutefois possible de s'entrainer sur le cahier de calcul maths expertes.

Certains chapitres du cahier de calcul de prepa sont deja abordables aussi : par exemple : fractions,
puissances, calcul litteral, racines carrees, expressions algebriques, equations du second degre, exponentielle
et logarithme.

Le but n'est pas de faire tous les exercices et s'e€puiser, mais de prendre 10-15 minutes de temps en temps,
pour faire un exercice ou deux et reviser les methodes de calculs que vous auriez pu oublier ou que vous
savez ne pas bien maitriser.

@ Notions de base en physique et en chimie

Vous trouverez avec le lien ci-dessous un cahier d’auto-entrainement qui a ete ecrit par un collectif
d’enseignants de CPGE, auquel je me refereral tout au long de ’ann¢e : « Cahier d’entrainement en physique-

chimie lere annee », collection « j’integre », editions Dunod.
https://colasbd.github.io/cde/cahier d entrainement PC 1.2.6.pdf

Je vous propose cet ete de travailler un petit nombre d’exercices sur ce cahier.
= (Généralités/Fiche 1/Conversions (pages 3 — 8)
=  Chimie/Fiche 22/Fondamentaux de la chimie des solutions (pages 161 — 176)

Cela constitue une quarantaine d’exercices et peut vous paraitre beaucoup mais pas de panique, ces exercices
sont tres courts (ils prennent entre 1 et 10 minutes). Ne prevoir d’en faire que deux ou trois par jour avant de

vous attaquer aux exercices de calculs (de la partie « @ Outils mathématiques ») un peu plus longs. Ne pas
depasser 20 minutes par jour sur ces exercices.

2/20



Sainte-Marie Grand Lebrun Mathematiques — Sciences physiques
MPSI Methodologie

® QOutils mathématiques

[’1dee est que vous vous y atteliez quelques temps avant la rentréee en MPSI, a raison de 1 heure a 2 heures par
jour, selon le rythme qui vous convient. Le tout devrait vous prendre une douzaine d’heures au grand maximum
(soit 2 heures max par chapitre).
Sur chaque chapitre, vous devez :

= travailler I’exemple (ou les exemples) introductif(s) ;

— bien relire (et assimiler) la courte synthese et eéventuellement les méthodes associées ;

— chercher les exercices d’application (niveau indiqué : de (*) facile a (***) difficile).
Vous verrez que, s1 vous €tes a [’aise avec ces notions, le debut d’annee de MPSI vous paraitra beaucoup plus
abordable. S1 vous rencontrez des difficultes, ne vous decouragez pas ; poursuivez sur un autre exercice ou un
autre chapitre de revision. Vous travaillez pour vous, 1l n’est pas necessaire d’utiliser un autre support d’aide,
type IA. L’essentiel est d’identifier les eventuels points de difficultes rencontres. Le travail realise cet ete ne
sera pas evalue a la rentree, 11 vous permet juste de commencer I’annee scolaire avec les bons reflexes et le
rythme adequat.

Un dernier point : vous allez remarquer qu’en physique, on utilise souvent des parametres (des lettres),
beaucoup plus que des nombres. Il va falloir apprendre a manipuler et resoudre des equations litterales (= avec
des lettres), et obtenir une formule litterale avant de chercher a faire une quelconque application numerique.
Nous detaillerons dans I’année 1’interét d’une telle approche.

Il n’y a aucune notion de physique a connaitre pour pouvoir comprendre et effectuer les exercices. Toutes
les lois ou équations nécessaires sont rappelées et expliquees dans 1’énonce. Le but de ces exercices est
uniquement de vous entrainer au calcul, et au raisonnement mathematique applique aux sciences physiques.

Sommaire
1. Manipulations de fractions et d’équations simples . . .. ............ ... ........... 4
2. Manipulations de fonctions : dérivation, intégration ........................... 6
3. Etude des fonctions sinusoidales : cos et Sim . ... .............oouuuiiiiinnn. .. 8
4. Résolution d’un systéme de 2 ou 3 équations a2 ouldinconnues . ................. 10
5. Recherche de ’extremum d’une fonction (maximum ou minimum) . . ............. 12
6. Recherche de limites et tracé de graphes .. ...... ... ... . ... .. ... ... ... ... ... 14
7. COrTIgES . . .. .16
7.1  Manipulations de fractions et d’equations simples .......... ... ... .. .. ... ..., 16
7.2 Manipulations de fonctions : derivation, integration . .......... ... ... ... ..... 16
7.3 Etude des fonctions Sinusoidales . ... ... .......o oo 17
7.4  Resolution d’un systeme de 2 ou 3 equations a 2 ou 3 inconnues . ................ 18
7.5 Recherche de ’extremum d’une fonction. . ....... ... ... ... .. ... . . ... ... .... 18
7.6 Recherche de limites et trace de graphes . ....... ... ... .. .. .. . . .. . ... ... ... 19
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1. Manipulations de fractions et d’équations simples

Exemple introductif

On considere, dans un circuit €lectrique, deux resistances R; et R, mises en parallele I’une de 1’autre. Dans ce

1 1 1

cas, on peut montrer qu’elles sont equivalentes a 1 seule resistance R qui verifie : — =t Toutes les
1 2

resistances doivent €tre exprimees dans la méme unite, en 1’occurrence I’Ohm (symbole Q).

1 - Mettre le terme de droite au méme dénominateur.

2 - En deduire I’expression de R en fonction de R; et Ro.

3 - Remplir le tableau de valeurs suivant, en fonction des valeurs des resistances R, et R,. Inutile de donner le

resultat avec plus de trois chitfres significatits !

R; (en Q) 100 200 300 200 200 200 200
R> (en Q) 100 100 100 200 1000 2000 4000
R (en Q)

4 - Que constatez-vous, dans tous les cas, concernant la valeur de R, par rapport aux valeurs de R; et R, ?
S - S1 les deux resistances ont la méme valeur, que vaut la resistance equivalente ?

Synthese de cours
e Pour résoudre une équation, commencer par identifier la variable (celle dont on cherche a obtenir la
solution : R dans I’exemple ci-dessus) et les parametres (les grandeurs, constantes, en fonction desquelles on
cherche a exprimer la variable : R; et R, dans ’exemple precedent).
Le calcul est termine uniquement quand vous avez obtenu une expression de la forme :

"variable" = "expression en fonction des parametres” (1c1 : R en fonction de R et R»).
Vous encadrez le résultat de ce calcul littéral AVANT de chercher a faire 1’application numerique.
Ici, on a obtenu : |R = 1%z
R1 +R:}

Vous noterez que la variable dont on cherche 1’expression ne se note pas forcement x, contrairement a ce qui
se fait souvent en mathematiques !

e Remarque concernant les fractions :

A\ Attention:

. . . . ,. 1 1 1
S1 une variable x verifie, en fonction de deux parametres a et b : -=—+- alorsonn’aPASx =a+ b !!!
Lxercices

EX. 1 - Equations simples (*)
Resoudre les equations suivantes (c¢’est-a-dire exprimer X en fonction des parametres, avec a, b, et ¢ > 0) :

():ax+b=c 2):—=c 3):ax+b—==0

x+b X

EX. 2 - Lo1 des mailles dans un circuit electrique (**)
On considere un circuit electrique tres simple, constitue d’un generateur et de deux resistances placees en serie.
Le generateur delivre une tension constante /£ = 10,0V. La premiere résistance a une valeur constante R = 100€2.
On ne connait pas la valeur de la deuxieme résistance R
Un voltmetre place en parallele de la resistance inconnue R’ indique que la tension a ses bornes vaut :
U’=2,0V. On note U la tension aux bornes de la résistance R. On ne mesure pas sa valeur.
On ne connait pas non plus la valeur de ’intensite / du courant qui circule dans ce circuit. On rappelle qu’une
intensite electrique s’exprime en Ampere (symbole : A). On precise aussi que 1'intensite / du courant est la
meme, partout dans ce circuit (car tous les €léments sont en serie).
[’application de la lo1 des mailles sur ce circuit permet de relier les tensions entre elles :

E = U+U’(equation E1).

1 - Exprimer U en fonction de £ et U’. En deduire la valeur de U.
2 - Pour une resistance R parcourue par un courant d’intensite /, la tension a ses bornes est donnee par la loi
d’Ohm : U = R I (equation E2).

2.1 - Dans un premier temps, exprimer / en fonction de U et R, et en deduire sa valeur.

2.2 - Desormais, donner 1’expression reliant directement / aux grandeurs mesurees, a savoir £, U’ et R.
Calculer sa valeur, et verifier qu’on obtient bien la méme.
3 - Enfin, on peut appliquer la lo1 d’Ohm a la resistance R, ce qui donne : U’ = R’ (equation E3).
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3.1 - En deduire ’expression de la résistance R’ (en fonction de U’ et /) et sa valeur.

3.2 - En utilisant d’une part la lo1 des mailles (equation E1) et les deux lois d’Ohm (equations E2 et E3),
E

R+R'
3.3 - En deduire par calcul direct la valeur du courant /, en admettant que R’ = 25 € (et toujours avec

R =100 Q). Comparer aux valeurs precedemment obtenues.

obtenir la relation relhiant £, R, R’ et . Montrer qu’on obtient : [ =

Ex. 3 - Relation de Descartes (***)

On considere une lentille optique, de distance focale notee f°. Cette grandeur caracterise la lentille. Elle a une
valeur donnee, pour une lentille donnee. On a f/° > 0 pour une lentille convergente, qui est le cas que ’on
considerera 1c1. Quand on place un objet en A avant une lentille (la lentille etant placeée au point O), on peut
obtenir une 1mage au point A’ apres la lentille. On peut mesurer les distances suivantes : x = OA distance entre

[’objet et la lentille et x "= OA’ distance entre la lentille et I’1image. Ces distances sont relices par la relation de
1

1 1
Descartes : ST o= T
Dans cette relation, toutes les grandeurs (x, x’ et /') do1vent €tre donnees dans la méme unite : le metre (m) par
exemple (mais elles peuvent aussi etre toutes en cm).
On precise que 1’on prendra toujours x > f.
1 - En déduire la relation qui donne x’ en fonction de x et /.
2 - On prend une lentille de distance focale /” = 200 mm. On mesure x = 30 cm la distance objet — lentille. En

deduire la valeur numerique de la distance lentille — 1image x .
!
3 - Montrer que la relation obtenue au 1 peut aussi s’écrire : x' = i 7 - Des lors, s1 la distance x entre 1’objet et
1__
X

la lentille augmente (on eloigne progressivement 1’objet de la lentille), comment variera la distance x’ entre la
lentille et I’1tmage ?
4 - On cherche la position de 1’objet telle que la distance x objet — lentille soit la méme que la distance x’ lentille
xf'
x—f!

4.1 - Resoudre cette equation, pour obtenir I’expression de x en fonction de /°. On precise que la solution
x = 0 n’est pas envisageable physiquement.

4.2 - Que vaut alors la distance AA’, entre 1’objet et son image ? Un petit schema pourra aider a réepondre

a cette question.

— ecran. On doit donc avoir :x = x' =
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2. Manipulations de fonctions : dérivation, intégration

Exemple introductif

De nombreux pheénomenes physiques (ou chimiques) obeissent a des lois de decroissance exponentielle. On
observera alors une grandeur dont la dépendance s’¢crit : f(x) = ae *ou a est un parametre, constant.

1 - Comment s’exprime la derivee f'(x) de cette fonction ?
2 - Comment s’exprime la primitive /(x) de cette fonction ?

Synthese de cours

Il faut absolument connaitre les derivees et les primitives des fonctions usuelles. Les tableaux ci-dessous se
lisent dans les deux sens : fonction — derivee de la gauche vers la droite ; fonction — primitive de la droite vers

la gauche.

Fonction f(x)

Dérivée f'(x)

constante a 0
axr + b a
a 2 +bx + c 2 + b
" (n€N) nx" !
1 —1
T 12
1 —n
N | R (S |
el (n € N) ol — N

Primitive G(z)

Fonction ¢g(x)

Fonction f(z)

Dérivée f'(x)

1

. 1 .-
S 1/2 _ L —1)2
V=21 N, x
cos(x) — sin(x)
sin(x) cos(x)
tan(x) >— = 1+ tanz(;r)
cos*(x)
exp(x) exp(x)
. 1
In(z) —
' x

Primitive G(x)

Fonction g(x)

Il faut aussi savoir deriver une fonction composee quelconque. En voici quelques exemples :

Fonction f(z)

Dérivée f'(x)

a-u(z)+b-v(x)

a-u(z)+b-v(z)

u(x) - v(x) u'(z) - v(x) + u(z) - o' ()
1 —/ ()
v(x) vé(z)

u(x) u'(z) - v(x) —u(x) - v'(x)
v(x) vé(z)

u"(x) (n € N)

nu'(z) - " 1(z)

Primitive G(t)

Fonction g(?)

Fonction f(z) Dérivée f'(z)

u o f(l) = u(f(l))

f’(z) : -u’(f(:r))

u(ax + b) a-u'(az+0b)

exp(f(z)) | J(2)-exp(f(2)
cos(f(z)) | ~f'(@) sin (f(z)
n(eosr) | —sinte) i

Primitive G(1)

Fonction g¢(t)
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Exercices

EX. 1 - Decroissance exponentielle (*)
Quand le pheénomene que 1’on observe evolue dans le temps, on note plutot sa lo1 d’evolution en fonction de la

variable 7. Par exemple, la déecharge d’un condensateur dans une resistance se traduit par une tension qui evolue
t

selon I’¢équation : u(t) = U, e = . Dans cette €quation, U et 7 sont des parametres, constants.

1 - Que vaut la fonction u(7) a I’'1nstant 7 = 0 ? Que represente donc, a votre avis, le parametre Uj ?
2 - Comment s’exprime la derivee temporelle de la fonction u(?) ?

J - Comment s’exprime la primitive temporelle de la fonction u(z) ?

Ex. 2 - Lois de force (**)

1 - La force d’interaction gravitationnelle exercee par une masse m; sur une masse m; s’exprime comme :
Gmym,
FOO) = -

ou x est la distance separant les deux masses, et GG la constante universelle de la gravitation.

1.1 - Exprimer la derivee f'(x) de la force (en fonction de G, m;, m; et x).

1.2 - On dit qu’une telle force "derive d’une énergie potentielle”, ¢’est-a-dire qu’il existe une fonction
energie potentielle £(x) qui est I’opposee de la primitive de cette force.
C’est-a-dire que 1’on peut écrire : E(x) = — [ f(x)dx. En déduire I’expression de cette fonction E(x).
2 - Un ressort exerce sur une petite masse une force qui s’exprime comme f(x) = —k x ou k est un parametre
constant. On cherche 1’energie potentielle associee, £(x) qui verifie, comme precedemment : £'(x) = —f(x).

Exprimer la fonction £(x) en fonction de £ et x.

3 - S1 on considere deux grosses molecules de diiode (1) proches I'une de I’autre dans un solvant, chacune

exerce sur I’autre une interaction dite dipolaire, dont 1’énergie potentielle s’écrit : E(d) = —% ou a est une

constante et d la distance qui separe les deux molecules. Comme precedemment, on definit la force dipolaire f
associee a cette energie comme 1’oppose de la derivee de la fonction E(d).

3.1 - Donner I’expression de la force d’interaction dipolaire f(d), en fonction de la distance d qui separe
les deux molecules (et de la constante a).

3.2 - S1, a cause d’un autre phenomene physique, I’énergie totale d’une molecule s’ecrit desormais

C‘t r . . . r
54 76 > quelle est desormais 1’expression de la force totale ressentie par la molecule ?

(la force totale etant toujours donnee par : f(d) = —E'(d))

comme : E(d) =

EX. 3 - Fonction de transfert d’un filtre passe-bas ou passe-haut (**)
[’ etude de circuits electriques contenant une resistance et un condensateur, ou une resistance et une bobine, peut

mener a I’obtention de la fonction dite fonction de transfert du circuit. Elle peut prendre, pour des circuits

. ) . . - 1 — X
simples, I’une des deux formes suivantes : f(x) = = ou g(x) = NETY

1 - Exprimer la derivee de chacune des fonctions : f'(x) et g'(x).
2 - x ne peut prendre que des valeurs positives ou nulle. Que peut-on dire du signe de f'(x) ? et de celur de g'(x) ?
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3. Etude des fonctions sinusoidales : cos et sin

Exemple introductif

[’etude des signaux sinusoidaux est courante en physique. Que ce soit en electricite, en mecanique, en optique,
ou autres, on rencontre souvent des grandeurs qui varient suivant une lo1 du type : f(x) = 4 cos(x) ou A est une
constante.

1 - Representer la fonction f(x), pour x > 0.

2 - Quelles sont les valeurs de x pour lesquelles f est maximale ? Minimale ? Comment s’expriment ces
maxima et ces minima ?

3 - Quelles sont les valeurs de x pour lesquelles f est nulle ?

4 - Reprendre les mémes questions si cette fois-ci la fonction est : g(x) = B sin(x) (ou B =cste).

Synthese de cours

e (Connaitre sans hesiter les relations dans un triangle rectangle, utiles pour projeter des vecteurs :
coté adj. | coté opp. coté opp.

cos(0) = sin(f) = tan(f) = ——

hypoth hypoth coté adj.

e Entrainez-vous a tracer a main leveée les fonctions sinus et cosinus.
e Retenez les valeurs particulieres :

6 0 /6 /4 /3 /2
cos(6) 1 \V3/2 \2/2 1/2 0
sin(6) 0 1/2 \/f/z \/?_,/2 1
tan(6) 0 1/V3 1 V3 + 00

e Entrainez-vous a lire les valeurs du sinus ou du cosinus d’un angle sur un cercle trigonometrique.
e Retenez ou sachez retrouver les relations :

cos(m —60) = —cos(0) cos(m/2 —0) = +sin(0)
cos(m+ 60) = —cos(0) cos(m/2 + 0) = —sin(0)
sin(m — 0) = +sin(0) sin(t/2 —0) = +cos(0)
sin(mt + 8) = —sin(0) sin(t/2 + 0) = +cos(0)

Lxercices

Ex. 1 - Kylian et son ballon (*)
Kylian a mal vise : son ballon s’est retrouve bloque par la gouttiere d’un petit batiment. e — |
Prét a tout pour recuperer son ballon, 1l saisit une echelle de 3,00 m de haut. Kylian by, ®Y-
mesure 2,40 m le bras leve. Il incline I’echelle de 15° par rapport a la verticale. Le sol
est suppose plat et mur du batiment bien perpendiculaire au sol. Il monte jusqu’au
dernier barreau de 1’¢chelle, et tend le bras pour essayer d’attraper le ballon.
1 - La gouttiere etant a 5,50 m du sol, peut-1l I’atteindre ? S1 non, quelle longueur lu1 manque-t-1l (a 0,10 m
pres) ?
2 - Abandonnant la piste de I’echelle, 1l decide de grimper sur 1’arbre de ’autre cote du batiment (qui a la
forme indiquée sur le schéma). A quelle hauteur (a 10~ m prés) va-t-il grimper pour atteindre le toit, sachant
que le toit du batiment est incline a 10° par rapport a I’horizontale, et que la longueur du batiment vaut 6 m ?

EX. 2 - Signaux temporels sinusoidaux (**)
Pour un signal variable sinusoidalement dans le temps, par exemple une tension, on 1’ecrit sous la forme :
u(t) = U, cos(wt) . On appelle w la pulsation du signal, qu1 est une constante. U, est une autre constante
(Up > 0), appelee amplitude du signal.
1 - Pour quelles valeurs du groupement (w ) le signal u(?) est-1l maximal ? Mis a part 1 = 0, quelle est donc la
premiere valeur de 7 > 0 pour laquelle le signal redevient maximal ? On appelle cette valeur la periode du
signal, et on la note 7. Exprimer alors 7" en fonction de w.
2 - Que vaut le signal u(t) pour t =1/4 ? pourt =1/2 ?pourt =3 1/4?pourt =3 172 ?pourt =2 17
J - Representer alors le signal u(%), en indiquant les valeurs particulieres de 7 pour lesquelles le signal est
maximal, nul ou minimal.
4 - En reprenant la méme ¢tude pour la fonction v(t) = U, sin(wt), la repreésenter sur le méme graphique.
5 - Que vaut ’une des deux fonctions (# ou v) quand 1’autre est maximale ou minimale ?
On prend le cas ou Uy = 1 (dans [’unite appropriee, des Volts par exemple s1 u et v sont des tensions). On
considere un point M dont les coordonnees dans le plan seront (x =u ; y = ).
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6 - Positionner ce point M pour les valeurs de 7 suivantes (prendre le temps de calculer les coordonnees de
chaquepont) : t=0;t=1/8 ;t=1/4;t=31/8;t=1/2;t=31/4;t=1T
Que decrit le point M ? En combien de temps fait-1l un tour complet ?

Ex. 3 - Equilibre de forces (**)
Un chariot de masse m est en equilibre sur un plan incline faisant 1/ 4
un angle o = /6 avec ’horizontale. Il est retenu par un cable en h
acier parallele a la pente. En haut de la pente, le cable s’enroule
autour d’une poulie ; a I’autre bout du cable est suspendue, dans M
le vide, une masse M = 50 kg. La tension dans le cable vaut alors
partout 1'= M g.
On rappelle que les forces auxquelles sera soumis le chariot sont :
son poids (vertical, de norme P = m ¢ et dirige vers le bas), la
tension du cable (de norme 7, portee par le cable, dirigee vers le haut de la pente) et la reaction normale (de
norme R inconnue a priori, perpendiculaire a la pente, dirigee vers le haut).
On prendra g = 10 m.s™
1 - Faire un schema des forces qui s’exercent sur le chariot.
2 - Projeter ces forces, sur les deux axes perpendiculaires (Ox) et (Oy) indiques sur le schema ci-dessus (apres
avolr bien indique sur votre schema les angles qui entrent en jeu).

Le chariot est immobile : selon le principe fondamental de la statique, on aura alors : P+R+T=0
(Attention : cec1 est une equation vectorielle ! Elle doit donc étre verifiee par chacune des composantes des
vecteurs entrant en jeu.)

J - Grace aux projections des forces, on obtient un systeme de deux equations. En utilisant une des deux
equations, en deduire I’expression de la norme de la reaction normale R en fonction de m et a.

4 - Puis obtenir grace a 1’autre equation 1’expression reliant m, M et a. En déduire 1’expression de m en
fonction de M et a, et calculer sa valeur numerique.
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4. Résolution d’un systeme de 2 ou 3 équations a 2 ou 3 inconnues

Exemple introductif A B
Dans un circuit electrique quelconque, ou circule un courant continu (= > - T >
d’intensite constante dans le temps), une des lois qui est toujours h 1) b B -

nceud donne est nulle (ou la somme des courants entrants est ¢gale a la
somme des courants sortants).
Sur I’exemple ci-contre, ou on a note iy, i», i3, is et is les intensites des
courants dans les différentes branches, on a donc :
= aunccud A :i; = i, + i3 (¢quation E1l)
— aunceud B : i, = iy + ig (équation E2)
Par ailleurs, des arguments de symetrie permettent de prevoir que i, = i, = ic.
Grace a un amperemetre, on mesure i = 1 A
1 - Poser les deux equations (E1) et (E2) 'une sous 1’autre, en ne faisant plus intervenir que les inconnues : i,
et i3 ains1 que le parametre connu ;.
2 - Remplacer dans (E1) i, par son expression en fonction de i; (en utilisant (E2)). Obtenir ainsi1 1’equation
donnant i3 en fonction de i;. Calculer sa valeur numerique.
J - En deduire finalement 1’expression de i, en fonction de i;, puis la valeur numerique de i.
4 - En deduire finalement les valeurs de i, et is.

verifiee est 1a lo1 des noeuds : la somme des courants entrants dans un T O

Synthese de cours

e Souvent I’etude de systemes physiques mene a 1’obtention d’un ensemble de plusieurs equations a

ax + by =c (E1)

dx + fy=h (E2)

Ces equations sont donc lices les unes aux autres, par le biais des inconnues (x et y 1c1) qui y interviennent. Les
parametres a, b, ¢, d, f et h sont des constantes (on peut connaitre leur valeur numerique, ou les laisser sous
forme de parametres litteraux).

e Pour resoudre un tel systeme, 1l existe plusieurs methodes, certaines plus efficaces que d’autres. La
plus simple consiste a remplacer une inconnue par une autre, en utilisant une des equations.

plusieurs inconnues, du type :{

Par exemple, 1c1 dans (E1), on peut ecrire : y = C_bax (*)
Puis, on 1njecte ce resultat dans 1’autre equation. Ici, dans (E2), cela donne :
dx+fc_ax=h=>(d—fg)x=h—f£:>x= h_f%— o cf
b b b

_f% bd-a
d—fr f
e [Le resultat obtenu 1c1 est une €équation qui peut faire peur, mais calculer x s1 on connait les valeurs

numeriques des 6 parametres (a, b, ¢, d, f et h) n’est pas particuliecrement complique.
cd—ah

bd—af
(apres developpement et simplification). On peut, de méme, calculer sa valeur numeérique s1 necessaire.

Enfin, on reprend (*) pour obtenir I’expression de y. On trouve finalement : y =

Lxercices

EX. 1 - Forces sur un palet (*)
On considere un palet de masse m, pose sur un plan incline. On suppose qu’il
existe un frottement (appele frottement solide) entre le palet et le support, qui
permet au palet de rester immobile. Comme indique sur la figure, les forces

qui interviennent sont P (poids), R y (reaction normale du support) et R ~ (force
de frottement due au support). Ainsi, I’application du principe fondamental de
la statique, projete sur les axes (x, y) portes sur la figure, mene au systeme
d’equations suivant :

Ry —mgcos(a) =0 (E1)
{mg sin(ed) — R =0 (E2)
ou g designe 1’acceleration de la pesanteur (constante).
1 - En déduire ’expression de Ry et de Rr en fonction de m, g et a.
D’apres la lo1 du frottement de glissement, le palet ne peut rester immobile que s1 Rr et Ry verifient la relation
suivante : Ry < [ Ry ou f le coellicient de frottement statique sur le support (c’est une constante).
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2 - Deduire des relations obtenues precedemment la condition sur I’angle a et le coetficient f pour que le palet

puisse rester immobile.
3 - Le coefticient f entre un palet en bois poli et un support en metal vaut /=0, 25. On prend a = 10°. Le palet
restera-t-1l immobile ? Et pour a = 20° ?

Ex. 2 - Etude d’un circuit (%)

On cherche a etudier le circuit ci-contre, c’est-a-dire a déterminer N A X

I’expression de tous les courants et de toutes les tensions, en fonction des i ;‘d.r i

parametres connus, a savoir £, R, R; et R». |

En plus de la lo1 des nceuds evoquee dans I’exemple introductif, on utilisera : ETO u.l R, A
> ]a lo1 des mailles : la somme des tensions sur une maille est nulle : Rl

(toutes les tensions devant €tre prises dans le méme sens).
— lalo1 d’Ohm qui relie tension aux bornes d’une résistance et courant
traversant celle-ci.
On aura donc, sur le circuit ci-contre, le systeme d’equations suivant :
o = 1 +1 (E1)
E=U;+ U, (E2)
U, +U,—U=0 (E3)
Et on aura de plus les relations : U = RietU; = R; i, etU, = R, I4
1 - Utiliser (E2) et (E3) pour obtenir la relation simple reliant £ a U. On appellera (E3’) cette nouvelle equation.
2 - Remplacer dans chacune des equations les tensions U, U; et U, par leurs expressions en fonction des courants
en utilisant les 3 dernieres relations fournies.
3 - Deduire de (E2) ainsi reecrite 1’expression de i; en fonction de £, R; et R».
4 - Deduire, de méme, de (E3’) ainsi reecrite I’expression de i en fonction de £ et R.
S - Enfin, 1njecter ces relations dans (E1) afin d’obtenir 1’expression de 19 en fonction de £, R, R; et R>.
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5. Recherche de I’extremum d’une fonction (maximum ou minimum)

Exemple introductif

>

Dans le tres simple circuit electrique ci-contre, on cherche la condition a laquelle la  — — -~
puissance dissipee par effet Joule dans la reésistance R sera maximale.

]

E2 r

(r+R)?%

Cette puissance s’ecrit de la fagon suivante : P, = R

E

on écrira cette fonction sous la forme : f(x) = (rfx)z E?

(x designe la resistance R, et ne peut donc prendre que des valeurs positives 1ci).

L
|
|
|
|
|

Pour simplifier la recherche, et se rapprocher des expressions utilisées en mathematiques, | A

Dans cette expression, £ et r sont des parametres, qui ne peuvent pas €tre modifies.

1 - Comment trouver, mathematiquement, la valeur (ou plutot I’expression i1c1) de x pour laquelle la fonction f(x)
est extremale ? Ecrire cette condition.

2 - On admettra que cet extremum est bien un maximum. Montrer alors que f est maximale pour x = r.

3 - Exprimer alors la fonction fen x = r.

Synthese de cours

e Pour trouver les extrema (maximum ou minimum) d’une fonction, 1l faut calculer sa derivee, et chercher
les points auxquels cette derivee s’annule.
Souvent, en physique, la derivee ne s’annulera qu’en un seul point. Par ailleurs, on s’¢pargnera, autant que
possible, le trace de tout le tableau de variations de la fonction, en "rusant" un peu. Par exemple, s1 I’extremum
est obtenu en x = Xy, et qu’on remarque que la fonction est croissante pour des valeurs de x < xy, on en deduira
que xy correspond a un maximum de la fonction.

1
g(x)

e Parfois, la fonction dont on cherche les eventuels extrema est du type : f(x) = avec g(x) une

fonction qui ne peut jamais s’annuler (g(x) sera toujours strictement positif par exemple).
Dans un tel cas, plutot que de deriver la fonction f (derivation d’un quotient), 1l suffira de deriver la fonction g :
en effet, s1 g est maximale alors f sera minimale (et inversement).

Lxercices
Ex. 1 - Trajectoire parabolique (*)

Un objet ponctuel, lancé dans le champ de pesanteur (d’intensité g constante) avec une vitesse initiale v, faisant
un angle a par rapport a I’horizontale adopte une trajectoire parabolique d’equation :

_ g 2
y(x) = 202 cosz(a')x + tan(a) x
(y designe I’altitude du point, et x sa position projetee sur la direction horizontale).
1 - Chercher I’expression de la position x a laquelle le point atteint 1’altitude maximale de sa trajectoire.
2 - En deduire I’expression de cette altitude maximale, yn.x, €n fonction de vy, g et a.
3 - Pour une norme de vitesse vy donnee, quelle valeur de I’angle a faut-1l choisir pour que 1’altitude yq. soit la
plus elevee possible ? Que vaut-elle alors ?

EX. 2 - Distance minimale entre un objet et son 1mage par une lentille (**)
On reprend le cas de I’exercice 2 du chapitre 1, ou on considere 'tmage A’ d’un point A par une lentille
xf'
x—f"'
Dans ces expressions, on rappelle que /' est un parametre constant (la distance focale de la lentille) et x la distance
objet — lentille, qui peut etre modifice.
1 - Obtenir ’expression de la distance objet — 1image 44" en fonction de x et de /. On pourra noter g(x) cette
fonction.
2 - Chercher les valeurs de x pour lesquelles g est extremale. La valeur x = 0 n’est physiquement pas envisageable
(objet confondu avec la lentille) : ¢’est donc ’autre solution qu’il faut conserver.
3 - Que vaut alors la fonction g pour cet x ?

convergente. La distance entre objet et image s’écrit : AA' = x + x' oux’ =
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Ex. 3 - Maximum de la réponse en tension dans un circuit : résonance (***)
Dans certains circuits electriques contenant condensateurs et bobines, on peut observer des phenomenes dits de
"resonance" : la tension aux bornes d’un des composants du circuit peut devenir tres grande (superieure a la

tension fournie par le generateur).
Pour savoir s1 un tel pheénomene peut se produire, on doit etudier la fonction de transtert du circuit. On donne

par la suite la fonction de transfert de deux circuits differents, et on va chercher s1 la fonction de transtert peut
admettre un maximum : on dira alors qu’il y a résonance.

Dans ces deux circuits, le parametre () designe le facteur de qualite, constante positive qui depend
essentiellement des resistances presentes. On precise que la variable x ne peut prendre que des valeurs positives.

A - Premier circuit

1

J1+e2(x-2)
1 - Pour chercher si1 f(x) admet un maximum, 1l suffit de chercher si1 la fonction au denominateur (dans la racine)

1

2
admet un minimum. Chercher, donc, si la fonction g(x) = 1 + Q* (x — ;) admet un minimum, et s1 oul pour

Dans un premier circuit, la fonction de transfert s’écrit : f(x) =

quelle valeur de x.
2 - Quelle est la valeur de la fonction f a son maximum ? Dépend-elle du facteur de qualite O du circuit ?

B - Second circuit
1

2
J(l—x2)2+z—2

Dans un second circuit, la fonction de transfert s’écrit : f(x) =

2

3 - En utilisant la méme astuce que précédemment, on va chercher si la fonction g(x) = (1 — x4)* + % admet
1

un minimum. Montrer que g(x) n’admet de mimimum autre que x =0 que s1 Q > —.

V2

4 - S1 cette condition est verifiee, quelle est la valeur de x correspondante ? Et quelle est la valeur de la fonction
fa son maximum ? Depend-elle du facteur de qualite O du circuit ?
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6. Recherche de limites et tracé de graphes

Exemple introductif
On reprend I’exemple introductif du chapitre precedent.

On cherche a tracer la courbe représentant la fonction : f(x) =

X
(r+x)4

EZ

1 - Que vaut la fonction fenx =0 ?

2 - A la limite ou x — +oo, quel est le terme dominant au dénominateur ? S1 on garde au déenominateur
uniquement ce terme dominant (et s1 on ne modifie pas I’expression du dénominateur), que devient alors
I’expression de la fonction f ? Quelle sera sa limite en x — +o0 ?

3 - Comme on ne cherche a faire 1’etude de f que pour des valeurs positives de x, que peut-on dire du signe de
f(x) ?

4 - On a montre au chapitre precedent que la fonction f admet un maximum en x = 7, et ce maximum est :

2
f(r) = i—r, Placer, sur un graphe, les deux points par lesquels le graphe de la fonction f devra passer : £/(0), f(7)

et indiquer sa limite en x — +oo.

S - Enfin, pour savoir comment "demarre" la fonction en x = 0, 1l faut utiliser la valeur du nombre derive (qui
donne la pente de la tangente a la courbe). S1 vous ne [’aviez pas deja obtenue a I’exemple du chapitre
precedent, exprimer la derivee f'(x) en fonction de £ et r et I’exprimer en x = 0. Montrer qu’on obtient :

Ainsi, la pente de la tangente a I’origine n’est pas nulle, et la courbe "demarre" de x = 0 par une tangente
oblique (de pente positive). En deduire finalement 1’allure complete du graphe de f(x).

Synthese de cours
On cherche souvent a obtenir le comportement d’une fonction en +oo et/ou autour de valeurs auxquelles la
fonction n’est pas definie.
— Pour ce faire, on commence par chercher les limites aux points correspondants.
— Quand le calcul de ces limites correspond a des valeurs indétermin¢ees, on peut tenter de conserver,
dans les produits/quotients les termes dominants uniquement, et voir comment les expressions se
simplifient.

Par exemple, dans I’exemple precedent, en +oo, ¢’est-a-dire pour x >> 7, le terme au denominateur devient :

2
(r + x)* ~ x* etainsiona : f(x) 2% E* EE?—>0.

Sans tracer un tableau de variation complet d’une fonction donnée, on peut etre capable de tracer 1’allure de
son graphe :

en placant certains points particuliers (valeur a I’origine, entre autres)

en placant les asymptotes correspondant aux limites (en +o0)

en indiquant les extrema (tangente horizontale en ces points)

en calculant le nombre derive en quelques points particuliers, notamment a 1’origine, pour voir

comment la fonction "demarre" en ce point. On rappelle en effet que la valeur du nombre derive en un
point donne la pente de la tangent en ce point.

il

Lxercices
EX. 1 - Lois de forces (* puis **)
1 - La force d’interaction gravitationnelle exercee par une masse m; sur une masse m; s’eXprime comme :

Gmim . : , r -
f(x) =— ;2 = ou x est la distance séparant les deux masses (x > 0, forcément), et G la constante universelle

de la gravitation.
1.1 - Chercher les limites de la fonction fen x — 0 et en x — +oo0.
1.2 - Tracer rapidement 1’allure du graphe de cette fonction.

2 - S1 on considere deux grosses molecules proches I’une de 1’autre dans un solvant, I’énergie de chacune des

molécules s’écrit : E(d) = + £ 2 Ghaet p sont des constantes positives, et d la distance qui separe les

d12 dﬁ
deux molecules (d > 0).
2.1 - Chercher les Iimites en d — 0 et en d — +oo de cette fonction.

2.2 - Existe-t-11 un point ou cette energie est extremale ? S1 ou1, donner I’expression de dj correspondant
a cet extremum. Au vu des limites calculées precedemment, cet unique extremum est-1l, a votre avis, un
maximum ou un minimum 7
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2.3 - Tracer, globalement, 1’allure de la fonction E£(d) , en indiquant le point correspondant a
I’ extremum.

Ex. 2 - Decharge et charge d’un condensateur (* puis **)

Dans un circuit ¢lectrique contenant un condensateur et une resistance, le condensateur, initialement charge,
r

peut se décharger au cours du temps. La tension a ses bornes évolue alors selon la loi : u(t) = Uy e tou Upet
7 sont des constantes positives (et ¢ designe le temps, 1 > 0 uniquement).

1 - Exprimer la valeur de u(?) en t = 0 et chercher sa limite en 1 — +oo.

2 - Exprimer la derivee de u par rapport au temps, et la calculer en 7 = 0.

3 - En deduire une allure du graphe de la fonction u(7). On fera particuliecrement attention a son allure en 7 = 0.

S1 au contraire on charge le condensateur a I’aide d’un générateur, la tension a ses bornes evolue selon la lo1 :
r

u(t) = U, (1 — e r) (ou comme precedemment, Uy et 7 sont des constantes positives, et ¢ designe le temps,

t>0).

4 - Exprimer la valeur de u(?) en t = 0 et chercher sa limite en 7 — +oo.

5 - Comment s’exprime la derivee de u par rapport au temps ? Comment s’exprimer cette deriveeen =0 ?

6 - En deduire une allure du graphe de la fonction #(7). On fera particulierement attention a son allure en 7 = 0.
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7. Corrigés
7.1. Manipulations de fractions et d’équations simples
Exemple introductif

(.11 _RitR
R, R, RyR,
2 - On inverse la fraction et on obtient : R = —-2
R,+R,
3 - On obtient :
R (en ) 50 67 75 100 167 182 190
4 - On constate que la valeur de R est toujours inferieure a la plus petite des valeurs de R; et R..
5 - Quand R; = R>, on constate dans le tableau que R = % = %.
On peut ’obtenir d’apres I’expression du 2 : R = L IR
Ri+R; 2
Lxercices
EX. 1 - Equations simples
~b ~b _
(1):x === (2):x =" (3):ax? + bx —c = 0 = x = 2R

EX. 2 - Lo1 des mailles dans un circuit electrique
1-U=E-U'=>U=80V

2.1—I=%=>I=0,08A

E-U'

22-1 = - (on obtient la méme valeur numerique)
31-R'=—=R =—--=250
I 0,08
32-E=U+U =RI+R'I=((R+R)HI=>I= RfR, (expression proposée)

3.3 -Onobtientici: [ = % = 0,08 A comme precedemment

Ex. 3 - Relation de Descartes

el 7
1 - On met les fractions au méme déenominateur : i, = 1, — =1 j: Sk = 2L ,

X f X xf x—f
2 - AN : x' = 600 mm (attention a mettre x et /' dans la méme unit¢)

J - En divisant le numerateur et le déenominateur par x on obtient la formule proposee.

S1 x /7, alors f; \, alors j; 7 et L 7N donc si x 7, x' N (I’image se rapproche de la lentille si on éloigne
1__
[’objet)
4.1-x = xxjf, >x(x—f)=xf"=2x—f"=f"=x =0 (impossible) ou lx = 2f". )
4.2 - On peut décomposer : AA'=A0+0A"=x+x"=2f" + 2f =}4f] A O &,

7.2. Manipulations de fonctions : dérivation, intégration
Exemple introductif
1-f'(x) =—ae™™*
2-F(x) = [ f(x)dx = —ae™™ (+cste)

Lxercices
Ex. 1 - Decroissance exponentielle

1-u(t=0)=U, (car exp(0)=1) et Upest la tension initiale.
r
2-u'(t) = —=

De_;
T

3-U(t) = [u(t)dt = —TUOE?_; (+cste)

Ex. 2 - Lois de force
11 - f/0) = 4 22

1.2-E(x)=—[ f(x)dx = —

Gmim,

(+cste)

X
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2-E(x) = — | f(x)dx = %kxz (+cste)

31-f(d) = —E'(d) = -5
32-f(d) = —E'(d) = —£ -2

EX. 3 - Fonction de transfert d’un filtre passe-bas ou passe-haut

V1+x2 —x—2x
/ _ 1 2x / _ 2J14+x2 1
1 'f (DC) o 2 (1+x2)3/2 g (JC) - 1+x? - (1+x2)3/2

2 - Avec x > 0, on aura donc f'(x) < 0 (donc f est decroissante) et g'(x) > 0 (donc g est croissante).

7.3.Etude des fonctions sinusoidales : cos et sin

Exemple introductif 1.0 - Fonction cos |
1 - Ic1 la fonction f(x) = A cos(x) a ete representee avec 4 = 1. 05\ A
2 - fest maximale pour x =0 ; 2w ; 4m... soit x = 2pm, (p € Z) |
Ces maxima valent +4 0.0

fest minimale pourx=m ; 3m;5m...soitx = 2p + 1)m, (p € Z)
Ces minima valent -4

-0.5

J-festnulle pourx=mn/2;3m/2;5m/2... soit x = (p + %) T, (p € 7) -1.05 5 :Dnctmn ; - 4
4 - Pour g(x) = B sin(x). 1.0 - .
g est maximale pourx =m/2 ; 5m/2 ;91 /2... soit x = (Zp + %) 1T, (p € Z) Ces 05/\

maxima valent +5 0.0

g est minimale pourx =3m/2 ; 7n/2 ; 11n/2... soit x = (2p + 1 ;) T,(p EZ) s \/ \

Ces minima valent -5
gestnulle pourx=0;m;2m... soitx = pm,(p € Z)

1.0 2 4 6 8 10

Lxercices
Ex. 1 - Kylian et son ballon
1 - Hauteur totale : echelle projetee sur la verticale + Kylian bras leve :

h = hy cos(a) + h, T*

h,=2,40m
I1 lu1 manque donc 0,20 m pour atteindre le ballon dans la gouttiere, situe a 5,50 m. v
h, =3,oon//a=l 5°

AN.:h=3,00.cos(15)+2,40=5,30m<H=5,50m

2 - Il monte d’une hauteur totale : H + H'=H + L tan p
AN.:H+H=5,50+6,00.tan(10) =~ 6, 60 m

€ >

L=6,00m

EX. 2 - Signaux temporels sinusoidaux
1 - Le signal est maximal pour w1 =0;2 ;4 m; . . .

Ainsi, la premiere valeur de 7 > 0 tel que le signal est maximal est t; = =T

w
2-Pour(=T/4:wt = w==2=u(t) =0 u(t)=Ugcos(wt)
, 40 2 Ly

Pour =172 : wt = a)z =1 = u(t) = —U, o(t)=U sin(wt)
Pour 1 =3 T/4 : wt = w—— =" = u(t) = 0
3X2T

Pourtr=37/2:wt = w

Pourt=2T:wt=w2xzn=4n=>u(t) = +U,

w

J — et 4 - Courbes pour u(?) et v(1) : ci-contre

S - Quand I’'une des 2 est nulle, ’autre est maximale ou minimale.

On dit que ces deux fonctions sont en quadrature de phase I’une -U,
par rapport a I’autre.

6 — Quand 7 augmente, le point M decrit un cercle (le cercle trigonometrique); 1l

2w (] -
1/ IA 1/4 T 3

M(t=1/4)

met un temps T a faire un tour M(t=3T/8) M(t=T/8)
{ 0 178 174 3778 172 3774 T M(t=0)
X ] V2/2 0 —\/2/2 -1 0 ] M(t=T/2) M(=T)
h% 0 \V2/2 1 \V2/2 0 -1 0 3T/4)
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Ex. 3 - Equilibre de forces
1 - Schema des forces ci-contre.
2 - Projection des forces sur (Ox) et (Oy) :
T=(0) R=()  P=(Doame)
3 - Principe fondamental de la statique projete selon (OX) :
—Mg+ 0+ mgsin(a) =0
Selon (Oy) : 0+ R —mg cos(a) =0
De la deuxiéme équation on obtient : |R = mg cos())|

4 - De la premicre ¢quation, on obtient : M = msin(a) = m =
AN : m =100 kg

7.4. Résolution d’un systéme de 2 ou 3 équations a 2 ou 3 inconnues
Exemple introductif

1 - En remplacant iy et i5 par i3 on obtient : {iz — iy iy =20y (E2)
2-(E1) = i, =i;+2i, =31, =>i3=% AN.:i, =033A
3 - Finalement : i, = 2i3 == i, AN.:i,=0,67A

4 -Parailleurs : i, = ic = i3 = %1 = 0,33 A

Lxercices
EX. 1 - Forces sur un palet

1-(E1) =Ry =mgcos(a)] et (E2) =|R; = mg sin(a)
2 - Condition de non-glissement du palet : mg sin(a) < f mg cos(a) & [tan(a) < [
J - tan(10) = 0,18 donc on a bien tan(10) < f= 0,25 : palet immobile sur une pente a 10° ;
mais tan(20) = 0,36 > 0,25 : sur une pente a 20°le palet se met a glisser.

Ex. 2 - Ftude d’un circuit
1-(E3) > U=U,+U, =FE
2-(E2)E:Rl il‘l‘Rz ilz(Rl‘l‘Rz)il et (E?)’) . E:Rl

. E
J-D'ou:lji; =
R,+R,
. . E
4 - De méeme : (i ==
. E E ) RTR. TR
5-(E1): iy = F— g = ———
R,+R, R R(R,+R>)

7.5. Recherche de ’extremum d’une fonction

Exemple introductif
1 - Pour trouver le point auquel f admet un extremum, 1l faut calculer sa derivee et chercher en quel point elle
(r+x)?—x.2(r+x) F2 —
(r+x)% (r+x)3
2-f'(x) =0 & x=r7
EZ

3-flx=71) = (2:)2E2  4r

"~ _EZ2 et on doit chercher s’il existe un x pour lequel f'(x) =0

s’annule : f'(x) =

Lxercices
Ex. 1 - Trajectoire parabolique
r _ g o - - vicos(a)sin(a)
1 -On calcule y'(x) = 707 cos?(a) 2x + tan(a) eton cherchextelque : y'(x) =0 © x = p
2 Qi 2

2 - Altitude maximale : [y, = V(X 00 ) = ~2 5121; L2

l 2
3 - A vy donnée, yumax est obtenu si sin“(a) est maximal soit si o = /2 let alors : [V, = ;—Z
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EX. 2 - Distance minimale entre un objet et une 1mage
r__ _ | xf' _ x?
1-44 = g(x) = x A iy

2 - g admet un extremum si g'(x) = Oou g'(x) =

x(x—=2f")

(—fDN2 0 & x = 0 (pas envisageable) oux = 2f’

r2
3-Alorsonaura: g(x) =2f" + 2;{—1” =41
(I’objet et I’1mage sont alors a la méme distance (2 /'), de part et d’autre de la lentille)

Ex. 3 - Maximum de la réponse en tension dans un circuit

—— ou g(x) = 1+Q2(x—1)2

A - Premier circuit : f(x) =

Jg(x) X
1-g'(x) =207 (x—i)(1+x—12) donc g'(x) =0 c)x—i:O(:)xz =1 x=1 (carx>0)

(En cette valeur, la fonction g est bien minimale car g(x) est toujours positive, et tend vers +oo en x — 0 et en
X — - OO)
2-Onaalors: f(x =1) =

1

Vito

1
Jg(x)
3-9'(x) = 2(1 — x2)(=2x) + z—"“‘ — 4x(

] . .1 1 1 . ,
cela n’est possible que s1: 1 207 >0 707 <l 0 > 7 (condition proposee)
4-Alorsonaura:x = |1 — 2—;2 (1a encore, en cette valeur, g est bien minimale, car cette fonction est toujours

N

positive, avec g(x =0) =1 et g — +oo0 en x — +0o0)

Etonaura: f(x) = - = (valeur dependant du facteur de qualite Q).

1 1 1 1 1
\[4Q4+Q2(1 2Q2) \[QZ 4Q*

= 1 valeur independante du facteur de qualite O du circuit

B - Second circuit : f(x) =

2
ou g(x)=(1-x%)2%+ z—
1
2Q%

1
2Q*°

1+x2) donc g'(x)=0 ©x*=1

7.6. Recherche de limites et tracé de graphes

Exemple introductif

1-f(x=0)=0

2 - En x — +0, le terme dominant au dénominateur est x“ et on a
. o X 2 E°

alors.f(x)—FE ~ > 0

X

3 - Pour x>0, f(x) > 0.
4 - Graphe c1-contre

B 2
5-f'(x=0)=——E2==—>0

(r+0)3 T2
donc la tangente a I’origine a une pente strictement positive.

Exercices

Ex. 1 - Lois de forces
1.1-Enx—0,f— —
etenx — +oo,f— 0
1.2 - Graphe ci-contre

Interaction
gravitationnelle

1

21-End— 0, f— +oo(car c’est le terme en FIT) qui I’emporte),

etenx — +oo,f— 0
22-E'(d) = —12% + 6%: on cherche s’il existe d tel que E'(d) = 0 A E(d)

B B\ 1/6 Energie
S df = 2; (ou:dy = (2 ;) ) d'interaction
moleculaire

Cet extremum est un minimum, puisque £ — +o enx — 0.
2.3 - Graphe ci-contre!
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EX. 2 - Decharge et charge d’un condensateur
1 - Decharge : u(t = 0) = U, (tension 1nitiale)
etent — +oo, u(t) — 0

p Up _t _ / Uo
2-u(t)= TE’ TdOHCGHf—O,:u(tZO): -

(< 0 : pente de la tangente a I’origine negative)
3 - Graphe ci-contre
4 -Charge:u(t=0)=U,(1—-1)=0
etent — +oo, u(t) — Uy
r
5-u'(t) = +%e_? doncenr=0,:u'(t =0) = +—
(> 0 : pente de la tangente a I’origine positive)
6 - Graphe ci-contre

tu(t)=Uqexp(-t/t)

Decharge

A fll;-.) = ll—f-,f 1 -EHFI ‘II- ‘!L.-";T..-;'_.}
U,

\ Charge
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